
Řešeńı př́ıkladu č́ıslo 6.:

Podle předpokladu plat́ı σ(Tn) ⊆ Fn := σ(X1, . . . , Xn)T . Máme tedy ověřenu adaptovanost procesu Tn na
filtraci Fn. Následně ověř́ıme integrovatelnost procesu Tn. Zřejmě Tn ≥ 0 plat́ı P -skoro jistě a∫

Tn dP =
∫

dνn

dµn
(X1, . . . , Xn) dP =

∫
dνn

dµn
dPX1,...,Xn =

∫
dνn

dµn
dµn =

∫
dνn = 1 < ∞.

Nyńı pro n ∈ N ověř́ıme rovnost E[Tn+1|Fn] = Tn skoro jistě a to z definice podmı́něné středńı hodnoty.
Bud’ B ∈ Fn = σ(X1, . . . , Xn). Pak existuje C ∈ S1 ⊗ . . .⊗ Sn taková, že B = [(X1, . . . , Xn)T ∈ C]. Pak∫

B
Tn dP =

∫
B

dνn

dµn
(X1, . . . , Xn) dP =

∫
C

dνn

dµn
dµn = νn(C)

a podobně∫
B

Tn+1 dP =
∫

B
dνn+1

dµn+1
(X1, . . . , Xn+1) =

∫
C×Sn+1

dνn+1

dµn+1
dµn+1 = νn+1(C × Sn+1) = νn(C).

Z definice podmı́něné středńı hodnoty tak dostáváme rovnost E[Tn+1|Fn] = Tn skoro jistě, a tedy proces
Tn je Fn-martingal.

Alternativńı řešeńı př́ıkladu za dodatečného předpokladu, že veličiny X1, X2, . . . jsou regulárně závilsé:

V tomto př́ıpadě lze k výpočtu podmı́něné středńı hodnoty použ́ıt podmı́něnou hustotu. Nejprve si
označ́ıme referenčńı pravděpodobnostńı mı́ru, která t́ım pádem bude automaticky σ-konečná. Označme

κn = PX1 ⊗ . . .⊗ PXn , pak µn = PX1,...,Xn << κn.

Protože νn << µn << κn, plat́ı νn << κn a existuj́ı verze hustot

fn = dµn

dκn
a gn = dνn

dµn
· dµn

dκn
= dνn

dκn

takové, že gn · 1[fn=0] = 0. Pokud by nám někdo zadal takové verze hustot, že plat́ı rovnost gn · 1[fn=0] = 0
pouze skoro všude vzhledem k referenčńı mı́̌re, předefinujeme si tyto hustoty na množině mı́ry nula tak,
aby uvedená rovnost platila všude. V tomto př́ıpadě lze psát

Tn =
gn(X1, . . . , Xn)

fn(X1, . . . , Xn)
,

přičemž výše udená rovnost plat́ı P -skoro jistě. Zřejmě Tn ∈ L1(Fn), nebot’
∫
|Tn| dP = 1. Přistouṕıme

tedy k výpočtu podmı́něné středńı hodnoty. Pro κn-skoro všechna x dostaneme, že

E[Tn+1|X1 = x1, . . . , Xn = xn] = E[ gn+1(X1,...,Xn+1)
fn+1(X1,...,Xn+1)

|X1 = x1, . . . , Xn = xn]

=
∫ gn+1(x1,...,xn,ξ)

fn+1(x1,...,xn,ξ)
dPXn+1|X1,...,Xn(ξ|x1, . . . , xn)

=
∫ gn+1(x1,...,xn,ξ)

fn+1(x1,...,xn,ξ)
fn+1(x1,...,xn,ξ)

fn(x1,...,xn)
dPXn(ξ)

=
R

gn+1(x1,...,xn,ξ) dPXn (ξ)

fn(x1,...,xn)
= gn(x1,...,xn)

fn(x1,...,xn)
.

Pak tedy P -skoro jistě plat́ı E[Tn+1|Fn] = Tn, a tedy Tn je Fn-martingal.

Ve výpočtu jsme použ́ıvali konvenci “0
0

= 0” a také jsme mlčky (implicitně) předpokládali, že máme

takové verze hustot fn = dµn

dκn
a fn+1 = dµn+1

dκn+1
, že

fn(x) =
∫

fn+1(x, ξ) dPXn+1(ξ) & fn+1(x, y) · 1[fn(x)=0] = 0,

kdykoli x ∈ S1 × . . .× Sn a y ∈ Sn+1.


